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E´tant donne´s un re´seau et un ensemble de paires source-destination (connexions), nous conside´rons le
proble`me de maximiser la somme des flots avec des contraintes de de´lai proportionnel. Dans cet article,
le de´lai pour traverser un lien est proportionnel au flot total supporte´ par ce lien. Si une connexion supporte
un flot non nul, alors la somme des de´lais tout au long du chemin correspondant a` cette connexion doit eˆtre
plus petite qu’une certaine borne donne´e. Ces contraintes de de´lai sont des contraintes de type ”on-off” car
si une connexion supporte un flot nul, alors il n’y a pas de contrainte pour cette connexion. La difficulte´ de
ce proble`me re´side dans le choix des connexions supportant un flot non nul.
Nous prouvons une approximation ge´ne´rale en utilisant la programmation line´aire. Nous montrons ensuite
un sche´ma d’approximation polynomial lorsque le graphe d’intersection des chemins a une largeur arbores-
cente borne´e. Nous prouvons enfin que le proble`me est NP-difficile meˆme lorsque le re´seau est un arbre.
Keywords: flot maximum, contraintes de de´lai ”on-off”, PTAS, programmation dynamique, largeur arbo-
rescente borne´e, programmation line´aire, NP-difficile.
1 Introduction
Contexte et motivations. Le proble`me de flot a` plusieurs commodite´s a e´te´ largement e´tudie´
dans la litte´rature. E´tant donne´s un re´seau, un ensemble de capacite´s sur les areˆtes et un en-
semble de demandes (commodite´s), le proble`me consiste a` de´terminer un flot satisfaisant toutes
les demandes et respectant les contraintes de capacite´ et de conservation de flots. La version
entie`re est un proble`me NP-complet [EIS76] meˆme pour deux commodite´s et des capacite´s uni-
taires (rendant le proble`me fortement NP-complet dans ce cas). Cependant, si un flot fractionnaire
est autorise´, alors le proble`me devient polynomial car il peut se formuler comme un programme
line´aire [AMO93].
Les ope´rateurs des re´seaux de te´le´communication doivent satisfaire certaines exigences concer-
nant la qualite´ de service pour leurs clients. Un des parame`tres les plus importants est le de´lai
de bout en bout d’une unite´ de flot entre un nœud source et un nœud destination. Cette exigence
n’est pas prise en compte dans le proble`me de flot a` plusieurs commodite´s. Le de´lai sur un lien
de´pend du volume de flot supporte´ par ce lien ; classiquement cela est mode´lise´ par une fonc-
tion convexe. Le de´lai de bout en bout pour une demande et un chemin associe´ est la somme
des de´lais de tous les liens du chemin. Certains articles se sont focalise´s sur la minimisation de
la moyenne du de´lai de bout en bout. Ce proble`me consiste a` minimiser une fonction convexe
avec des contraintes line´aires [OMV97] et peut eˆtre re´solu en utilisant la programmation semi
de´finie [TAG03]. D’autres articles se sont focalise´s sur la recherche d’un flot a` plusieurs com-
modite´s satisfaisant les demandes et minimisant le plus grand de´lai de bout en bout [CSM07].
Comme les auteurs de [BAO06], nous pensons qu’un proble`me plus re´aliste consiste a` ajouter
des contraintes strictes sur les de´lais de bout en bout pour toutes les connexions. En effet, il y a
diffe´rentes classes de service dans les re´seaux de communication et, pour chacune d’entre elles,
il est crucial de respecter un certain niveau de qualite´ de service, c’est-a`-dire respectant un seuil
pour le de´lai de bout en bout.
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FIGURE 1: Le graphe G = (V,E) est un chemin compose´ de sept nœuds et αe = 1 pour tout e ∈ E. Il y a trois
paires source-destination : (s1, t1), (s2, t2) et (s3, t3). Les trois chemins sont repre´sente´s au dessus de G.
Dans cet article, nous nous focalisons sur un proble`me de flot a` plusieurs commodite´s dans
lequel chaque areˆte a une fonction de latence proportionnelle qui de´crit le de´lai commun pour les
flots utilisant cette areˆte comme une fonction du flot total sur cette areˆte. Nous nous inte´ressons
au proble`me de maximiser la somme du flot sous des contraintes de de´lai proportionel. Nous au-
torisons des flots fractionnaires pour toutes les connexions. Comme mentionne´ pre´ce´demment,
nous avons une contrainte sur le de´lai de bout en bout pour chaque demande. Mais si un che-
min associe´ a` une connexion supporte un flot nul, alors la contrainte n’est pas conside´re´e. Ces
contraintes de type ”on-off” rendent le proble`me beaucoup plus difficile que la re´solution d’un
programme line´aire [HBCO12].
Mode´lisation du proble`me et de´finitions. Soit G = (V,E) un graphe connexe (repre´sentant un
re´seau) avec un coefficient αe pour toute areˆte e ∈ E. Soient {(s1, t1), . . . , (sm, tm)} un ensemble de
m paires source-destination (connexions). Soit P = {P1, . . . ,Pm} un ensemble de m chemins dans
G. Le chemin Pi correspond a` la paire (si, ti) pour tout i = 1, . . . ,m. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous
supposons qu’il y a un unique chemin pour chaque paire source-destination. Nous notons xi le
flot supporte´ par le chemin Pi pour tout i= 1, . . . ,m. Nous supposons que le de´lai τe pour traverser
l’areˆte e∈ E est proportionnel au flot total ∑i:e∈E(Pi) xi supporte´ par l’areˆte e, i.e. τe = αe ∑i:e∈E(Pi) xi.
Soit λ > 0. Pour tout i = 1, . . . ,m, nous exigeons pour le chemin Pi que, si xi > 0, alors le de´lai de
bout en bout ∑e∈E(Pi) τe est au plus λ. Par une mise a` l’e´chelle des coefficients αe (division par
λ), nous pouvons supposer que λ = 1. Un flot a` plusieurs commodite´s x = (x1, . . . ,xm) satisfait
la contrainte de latence si pour tout j = 1, . . . ,m tel que xj > 0, la contrainte suivante pour le
chemin Pj est respecte´e : ∑e∈E(Pj) τe ≤ 1. En notant βi,j := ∑e∈E(Pi)∩E(Pj) αe, cette contrainte revient
a` : ∑mi=1 βi,jxi ≤ 1. Le proble`me de flot a` plusieurs commodite´s avec contrainte de de´lai (proble`me
FCD) consiste a` trouver parmi les solutions satisfaisant ces contraintes, une solution de valeur
∑
m
i=1 xi maximale. En d’autres termes, le proble`me revient a` re´soudre :

Max ∑mi=1 xi
∑
m
i=1 βi,jxi ≤ 1 j = 1, . . . ,m xj > 0
xi ≥ 0 i = 1, . . . ,m
La difficulte´ du proble`me FCD re´side dans le choix des chemins supportant un flot non nul. En
effet, si l’ensemble des chemins P∗ ⊆ P supportant un flot non nul est donne´, alors le proble`me
devient polynomial car il se rame`ne a` re´soudre un programme line´aire.
Le graphe d’intersection des chemins H a pour ensemble de sommets V(H) = {h1, . . . ,hm} cor-
respondant a` l’ensemble des chemins P = {P1, . . . ,Pm}. Pour i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j, il y a une areˆte
{hi,hj} ∈ E(H) entre deux sommets hi ∈ V(H) et hj ∈ V(H) si, et seulement si, il existe une areˆte
e ∈ E telle que e ∈ E(Pi) ∩ E(Pj), c’est-a`-dire lorsque Pi et Pj partagent au moins une areˆte.
Exemple. Soit le chemin G = (V,E) de la Figure 1 et les trois paires source-destination (s1, t1),
(s2, t2) et (s3, t3). Le chemin Pi est l’unique chemin simple entre si et ti dansG pour tout i∈ {1,2,3}.
Notons que H est un chemin compose´ de trois sommets. Posons αe = 1 ∀e ∈ E. Le proble`me
revient a` maximiser x1 + x2 + x3 sous les contraintes x1(3x1 + 2x2)≤ x1, x2(2x1 + 4x2 + x3)≤ x2,
x3(x2 + 2x3)≤ x3 et x1,x2,x3 ≥ 0. La solution x
∗ = (1/3,0,1/2) est optimale. La connexion (s2, t2)
supporte un flot nul, c’est-a`-dire x2 = 0, expliquant pourquoi 2x1 + 4x2 + x3 = 7/6> 1.
Nos contributions. Nous analysons tout d’abord la qualite´ de la solution obtenue par le pro-
gramme line´aire pour une variante du proble`me FCD pour laquelle toutes les contraintes de
de´lai doivent eˆtre satisfaites meˆme pour les connexions qui ne supportent pas de flot non nul.
Nous en de´duisons un algorithme d’approximation polynomial. En particulier, cela donne une L-
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approximation avec L la taille d’un plus long chemin de P et une 2-approximation lorsque G est
un chemin. Dans le cas des chemins, nous donnons une autre 2-approximation qui s’exe´cute en
temps line´aire. Nous prouvons ensuite un sche´ma d’approximation polynomial lorsque le graphe
d’intersection des chemins H a une largeur arborescente borne´e. Pour cela, nous de´veloppons un
algorithme exact de programmation dynamique pour une variante du proble`me pour lequel le
volume de flot possible pour toute connexion est pris dans un ensemble fini donne´ X. Enfin,
nous prouvons que le proble`me est NP-difficile meˆme lorsque G est un arbre. L’inte´gralite´ de nos
re´sultats et de nos preuves se trouve dans [BMV14].
2 Algorithme d’approximation ge´ne´ral
Pour tout k = 1, . . . ,m, soit S∗k ⊆ {1, . . . ,m} \ {k} un ensemble d’indices de cardinalite´ maximale
tel que pour tout i ∈ S∗k , il existe e ∈ E(Pk) ∩ E(Pi) telle que pour tout j ∈ S
∗
k \ {i}, e /∈ E(Pj). Soit
|S∗| = maxi=1,...,m |S
∗
i |. Soit x
∗ une solution optimale pour le proble`me FCD et soit x une solu-
tion optimale pour le proble`me ou` toutes les contraintes de de´lai sont satisfaites (meˆme pour les
connexions ne supportant pas de flot non nul). Nous avons prouve´ que ∑mi=1 xi ≥ ∑
m
i=1 x
∗
i /|S
∗|.
Comme x peut eˆtre obtenu en re´solvant un programme line´aire, nous en de´duisons dans le
The´ore`me 1 un algorithme d’approximation.
The´ore`me 1 Il existe un algorithme polynomial avec facteur d’approximation |S∗| pour le proble`me FCD.
En particulier, cela donne un algorithme polynomial avec un facteur d’approximation L =
maxi=1,...,m |E(Pi)| et un algorithme polynomial avec un facteur d’approximation 2 lorsque le
graphe G est un chemin. Pour le cas du chemin, nous avons prouve´ une autre 2-approximation
base´e sur le calcul d’une meilleure solution inde´pendante (deux chemins qui supportent un flot
non nul n’ont pas d’areˆte commune). Cela revient a` calculer un ensemble inde´pendant de poids
maximum de H. Si le re´seau est un chemin, alors H est un graphe d’intervalles et une solution
inde´pendante optimale peut eˆtre calcule´e en temps line´aire.
3 PTAS lorsque H a une largeur arborescente borne´e
Nous de´finissons tout d’abord une variante du proble`me : le proble`me de flot discret a` plu-
sieurs commodite´s avec contrainte de de´lai (proble`me FDCD). Le seul changement est que, e´tant
donne´ un ensemble fini X de valeurs positives contenant ze´ro, le flot xi ∈ X pour tout i= 1, . . . ,m.
La solution x = (1/3,0,1/3) est une solution optimale pour cette variante pour l’instance de la
Figure 1 avec X = {0,1/3,2/3,1}. Nous prouvons dans le Lemme 1 un algorithme exact de pro-
grammation dynamique pour le proble`me FDCD.
Lemme 1 Soit X un ensemble fini de valeurs positives contenant ze´ro. Il existe un algorithme exact de
complexite´ O(m|X|tw(H)+1) pour le proble`me FDCD avec tw(H) la largeur arborescente de H.
Soient xmax =maxi=1,...,m 1/∑e∈E(Pi) αe et xmin =mini=1,...,m 1/∑e∈E(Pi) αe. Nous prouvons dans
le The´ore`me 2 un sche´ma d’approximation polynomial pour le proble`me FCD lorsque H a une
largeur arborescente borne´e et lorsque xmax/xmin est borne´.
The´ore`me 2 Soient b, t ≥ 1 des constantes. Pour tout ε > 0, il existe un algorithme polynomial avec
facteur d’approximation 1+ ε pour le proble`me FCD lorsque tw(H) ≤ t et xmax/xmin ≤ b.
Nous de´duisons du The´ore`me 2 qu’il existe un sche´ma d’approximation polynomial lorsque G
est un arbre et lorsque xmax/xmin, ∆G et χG sont borne´s par des constantes, avec ∆G le degre´ maxi-
mum de G et χG le nombre maximum de chemins qui partagent une meˆme areˆte. Cela montre
aussi l’existence d’un sche´ma d’approximation polynomial lorsque G est un chemin et lorsque
xmax/xmin et χG sont borne´s par des constantes. Cependant, la complexite´ du proble`me reste ou-
verte lorsque G est un chemin si χG n’est pas borne´ par une constante. Plus pre´cise´ment, nous ne
savons pas si le proble`me est NP-difficile et s’il existe un algorithme polynomial avec un rapport
d’approximation strictement plus petit que 2. Enfin, les re´sultats pre´ce´dents sont valides meˆme si
les seuils de de´lai de bout en bout sont quelconques (si xi > 0, alors ∑e∈E(Pi) τe ≤ λi ∀i = 1, . . . ,m).
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4 Le proble`me est NP-difficile meˆme lorsque G est un arbre
Le proble`me de multiflot entier maximum est NP-difficile dans les arbres [GVY97]. Nous prou-
vons dans le The´ore`me 3 que le proble`me FCD est e´galement NP-difficile dans les arbres. Contrai-
rement a` tous nos autres re´sultats, nous utilisons ici des capacite´s sur les areˆtes de l’arbre. Le
proble`me FCD a e´te´ prouve´ NP-difficile dans [BAO06] pour une fonction de de´lai convexe mais
la question a e´te´ laisse´e ouverte lorsque le graphe G est un arbre. En effet, leur preuve implique
un choix entre deux chemins diffe´rents pour chaque connexion et force donc le graphe G a` conte-
nir des cycles. Notons que dans la preuve du The´ore`me 3, nous avons tw(H) = Ω(V(H)). Nous
ne savons donc pas s’il existe un algorithme polynomial avec facteur d’approximation constant
pour la classe d’instances conside´re´e.
The´ore`me 3 Le proble`me FCD est NP-difficile meˆme si le graphe G est un arbre.
5 Extensions et travaux futurs
Pour conclure, nous mentionnons quelques pistes de recherche et proble`mes ouverts. Quelle est
la complexite´ du proble`me FCD quand G est un chemin ? Un premier proble`me ouvert inte´ressant
est de de´terminer la complexite´ du proble`me lorsqueG est un chemin tel que toutes les connexions
partagent une areˆte e ∈ E (H est un graphe complet). Est-ce qu’il existe un algorithme polyno-
mial garantissant un facteur d’approximation strictement plus petit que 2 quand le graphe est
un chemin avec χG non borne´ ? Est-ce qu’il existe un algorithme exact polynomial lorsque tw(H)
est borne´e ? Est-ce qu’il existe des classes d’instances avec tw(H) non borne´e qui admettent un
sche´ma d’approximation polynomial ? Est-ce que le proble`me FCD est dans APX ?
Un axe inte´ressant est le de´veloppement de re`gles de re´duction polynomiales a` partir, par
exemple, de solutions obtenues pour le proble`me ou` toutes les contraintes de de´lai sont satis-
faites (meˆme pour une connexion avec un flot nul). De telles solutions sont obtenues en temps
polynomial par la re´solution d’un programme line´aire. Conside´rons un chemin Pi ∈ P . Notons
LP(P) la valeur optimale et notons LP(P \ {Pi}) la valeur optimale de l’instance sans le chemin
Pi. Pour quelles classes d’instances pouvons-nous supprimer Pi si LP(P \ {Pi}) > LP(P) ? Pour
quelles classes d’instances LP(P \ {Pi}) < LP(P) implique l’existence d’une solution optimale
telle que xi > 0 ?
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